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PROBLEME ET METHODE 


intéressé les hommes pour des raisons bien com- 
préhensibles. Pourtant la science s’en est peu occu- 
pée. Cela aussi est compréhensible puisqu’elle se 
raméne finalement 4 une question individuelle. Or, 
la science tend de plus en plus a se vouer au collectif. I] convient 
done de se demander : peut-on traiter le probléme par des 
méthodes statistiques? Ce point de vue relie notre question aux 
tables de mortalité. 

Les observations nous montrent des Ages plus élevés que 
100 ans. Mais les données statistiques ne nous permettent guére 
de poursuivre les tables au dela de cet age. Par suite, on est forcé 
d’émettre une hypothése préliminaire sur le cours de la mortalité 





vers les ages élevés. 

Si lon considére les fonctions biométriques comme pouvant 
étre discontinues, une limite bien déterminée de la vie humaine 
peut exister. Cet Age serait défini par le fait que la probabilité de 
mourir dans l’intervalle d’un an est égale 4 un. Mais d’aprés 
lopinion habituelle, ces fonctions sont continues. Méme dans ce 
cas, un age limite fixe serait possible, la fonction de survie étant 
zéro pour cet age et non définie pour des Ages supérieurs. La 
durée extréme de la vie humaine serait une des constantes qui 
existeraient dans les fonctions biométriques, indépendantes du 
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nombre des observations. Mais sa détermination serait liée 4 une 
hypothése analytique spéciale sur l’accroissement de la mortalité 
avec l’age. De telles hypothéses ont ete émises par exemple par 
A. de Moivre et Th. Wittstein. 

La plupart des livres sur la théorie des assurances considérent 
la table de survie comme discontinue en un certain point. Mais 
cette théorie conduit, comme Steffensen l’a prouvé, aux plus 
erandes difficultés du point de vue logique. Car pour une aug- 
mentation suffisante du nombre d’observations, on pourrait ren- 
dre la discontinuité, dans la distribution des vivants d’aprés les 
Ages, aussi grande que l’on veut. 

Pour éviter cette difficulté nous introduirons l’idée plus simple, 
que la fonction de survie est partout continue et ne s’approche de 
zéro que d'une fagon asymptotique. Partant de cette hypothése, 
nous allons exposer une méthode basée sur la théorie des proba- 
bilités pour définir le dernier age correspondant a un nombre 
déterminé d’observations. Les seules valeurs numériques que 
nous utiliserons pour le calcul seront celles qui se rattachent a 
un age dit normal, situé vers 75 ans, pour lequel on peut consi- 
dérer les valeurs biométriques comme assez certaines. Cette 
méthode n’est pas liée 4 une seule formule représentant le cours 
de la mortalité avec les ages. 

Notre point de départ est l’étude de la distribution des décés 
suivant les ages (76) (*), supposée illimitée vers la droite. Alors la 
question de l’dge le plus élevé prend un aspect nouveau. Cher- 
cher un age limite fixe est dépourvu de sens. Son existence n’est 
pas reconnue et sa détermination a l’aide de conditions analyti- 
ques ou d’aprés des valeurs déterminées des fonctions biométri- 
ques peut étre regardée comme artificielle. 

Mais cette notion ne disparait pourtant pas. Elle doit étre envi- 
sagée simplement d’une facon nouvelle. Il faut distinguer entre le 
dernier Age et le plus grand age. Celui-ci devient une variable sta- 
tistique relative 4 un nombre d’observations déterminé et dont la 
distribution dépendra de ce nombre. Nous introduisons la forme 
dite finale, vers laquelle elle tend quand le nombre d’observa- 
tions augmente. On pourra donner une idée du plus grand age 





(*) Dans Ja suite, comme ici un tel n 


pias uméro désigne un travail de l’auteur cilé 
dans la bibliographie. 
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par les moyennes de cette distribution, qu’on distinguera entre 
elles par des désignations choisies. L’espérance mathématique de 
cette distribution, fonction du nombre d’observations, sera consi- 
dérée comme l’dge limite, tandis que la valeur la plus probable 
est considérée comme dernier Age. Puisque ces valeurs augmen- 
teront avec les observations, la difficulté relevée par Steffensen 
est écartée. 

Nous sommes parvenus 4 cette méthode en traitant successive- 
ment les différentes difficultés qui s’élevaient. D’abord nous avons 
étudié les propriétés analytiques de deux fenctions de survie 
remarquables, a savoir celle de Lexis (1-4) et celle de Gom- 
pertz (5). Puis nous avons établi le principe du calcul du dernier 
age (6), commengant d’abord par la distribution de Lexis (7, 8) en 
basant le calcul de l’écart type sur une hypothése spéciale. Nous 
avons ensuite écarté cette supposition en recherchant la forme finale 
de la distribution de la plus grande valeur (9), ce qui permet le 
calcul exact de lécart type (70) et la comparaison de cette distri- 
bution avec les observations (77). Enfin nous avons fait un travail 
analogue pour la formule de Gompertz (73 et 74), ol nous nous 
sommes contentés d’une premiére approximation. 

D ailleurs cette méthode permet maintes autres applications. 
En effet, c’est d’aprés elle que nous avons étudié la distribution 
des inondations (79) et celle des distances extrémes entre les 
émissions radioactives (20). 

Le but des lignes suivantes est d’établir un travail indépen- 
dant qui évite les détours qu’on fait nécessairement quand on 
s’avance a tatons sur une nouvelle route. Notre maniére de calculer 
la durée extréme de la vie humaine n’est qu’un cas spécial de 
la recherche portant sur la plus grande valeur d'une distribution 
illimitée correspondant 4 un nombre donné d’observations, ques- 
tion que nous avons traitée dans un travail précédent (15). Nous 
devons donc commencer par écrire ces résultats avec les nota- 
tions biométriques. Cela nécessite quelques mots sur les tables de 


mortalité. 


Il 


TABLES DE MORTALITE 


Dans ce qui suit, la densité de probabilité d'une variable sta- 
tistique continue x est appelée /a distribution. La valeur dont la 
densité de probabilité est maxima est appelée /a dominante. La 
racine de la moyenne arithmétique des carrés des écarts est dési- 
gnée par écart type. 

Dans une table de mortalité considérée comme distribution, la 
variable statistique est l’age x au décés, grandeur toujours posi- 
tive, puisqu’on exclut les mort-nés pour lesquels elle serait 
nulle. Soit 4(a) la distribution des décés suivant les Ages, ou den- 
sité de mortalité, de sorte que 4(x)dz est la probabilité d'un nou- 
veau-né de mourir entre les Ages x et x + dz. Nous supposons 
cette distribution illimitée, condition qui est fondamentale a notre 
point de vue. Alors la probabilité d’un décés aprés l’Age z est 


Ka) = f_ (x)ds (1) 


Cette probabilité pour un nouveau-né d’atteindre l’Age x, qu’on 
appelle aussi fonction de survie, diminue toujours avec l’age. La 
condition de Vaire, usuelle pour les distributions, exige /(o0) = 1. 
Les différences successives U(r) — Ux + 1) = D(z) sont appelées 
les décédés d'une année d’dge x, quoiqu’il s’agisse naturellement 
de nombres fractionnaires. Les observations fournissent seule- 
ment les intégrales 


Diz) = f"*" O(2)dz (2) 


Soit u(x)dx la probabilité pour une téte d’age x de mourir dans 


Vintervalle x, « + dx. On appelle p(x) le taux instantané de 
mortalité ou l’%ntensité de mortalité et ona 


He) = 7 (3) 


LA DUREE EXTREME DE LA VIE HUMAINE 7 


Les calculs approchés montrent qu’a partir d’un certain Age l’in- 
tensité de mortalité augmente avec l’Age. L’opinion usuelle est, 
quelle augmente sans limite. L’idée d’Insolera, d’aprés laquelle 


(2) —>1 


se heurte au fait que l’'intensité de mortalité a la dimension inverse 
dun Age (Voir la polémique de Finetti et de Franchis). Ces 
auteurs se contentent d’affirmer que (x) ne diminue pas pour les 
ages trés élevés. Les observations rares ne permettent pas encore 
de décider cette question de fait. Puisque, d’aprés (1) et (3) 


d lg X 
pao) — — y(2) 





on aura, en choisissant un age quelconque ~,, la relation 


x 
w(s)ds 


U(x) = Ka,)e J a (4) 


entre la fonction de survie et l’intensité de mortalité. L’inverse, 
1/u(x) sera appelé force de vie. C’est un nombre d’années. 

Enfin on définit comme espérance de vie e(x) écart moyen entre 
les Ages au décés z supéricur a z et cet Age x. On aura done 


fie x)0(z)dz : 
(5) 


e(z) == = __— 


aia 0(z)ds 
x 


ce qui devient d’aprés (1) 


ap “Wsyde 
a a (6) 


L’espérance de vie est donc la valeur moyenne du temps qui reste 
a vivre a une téte d’age x. Du point de vue des dimensions on 
aura 


: { ; 
[u(z)] = ay (3’) 


On écrit pour le numérateur de (6) 
“fs "U(2)ds = T(2) (7) 


Les fonctions 4(x), U(x), w(x), e(v), T(x) sont dénommeées biométri- 
ques. Une des principales caractéristiques d’une table de mortalité 
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est l'espérance de vie dun nouveau-né ou Lage probable au décés 
8, I 
o(6) = iF U(z)dz (6') 

0 


Sa valeur inverse est le taux de mortalité dans une population 
stationnaire. I] nous sera nécessaire de traiter encore quelques 
valeurs biométriques, qui ont été introduites par Lexis et Bortkie- 
wicz (7). La dominante — de la distribution des décés est appelée 
Vdage normal et caractérisée par 


(E) = 0; 0) <0. 


Exprimons les dérivées de la densité par celles de l’intensité et 
nous aurons, d’aprés (3) 


U(x) = U(x) (u(x) — p*(z)) (8) 
O"(x) = Ua) (p(x) — 8y(x)p"(x) + p"(z)) (9) 
Done les conditions de l’Age normal sont 
» (5) = wis) (8') 
2"(§) < 2us(é) (9') 


La probabilité /(€) d’atteindre l'age normal sera appelée probabi- 
lité normale. 

L’espérance de vie a ]’4ge normal e(£) sera appelée la vie nor- 
male. Cette grandeur a une signification statistique bien simple. 
Car d’aprés (5) la vie normale 


oe rane (10) 


est ’écart moyen de la distribution des décés a partir de lage 
normal. 


D’aprés Lexis, on peut calculer lage normal par une interpola- 
tion quadratique sur les nombres D(x) des décédés. Soit m un age 
entier de facon que les deux différences 


D(m) — Dim — 1 Rema West (11) 
Dim) — Dim + 1)= A, (11’) 
soient positives. Alors lage normal sera (3, 4) 


Anat 


el epee oer (12) 
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La probabilité normale /(£) peut étre calculée par interpolation 
linéaire 


1(§) = lm) — oS D(m) (13) 


Par le méme ame on obtient la vie normale par 


eit) 7G) 5 {1 m ) (Tm) — Tim + 1)) (14) 


D’ailleurs, on pourrait aussi bien appliquer l’interpolation linéaire 
directement a l’espérance de vie. Mais le procédé (14) est préfé- 
rable parce que la fonction T(r) est généralement donnée avec 
plus de décimales que l’espérance de vie. Pourtant le second pro- 
cédé devient nécessaire si cette fonction n’est pas contenue dans 
la table. Les trois quantités &, /(&), e(€) seront appelées les valeurs 
normales. 

Il se présente (d’ailleurs assez rarement) des tables ou il y a deux 
maxima trés proches vers les hauts Ages, pour lesquels les valeurs 
D(z) peuvent méme étre identiques. Soit D, ; (v = 1, 2... 5) cing 
valeurs consécutives, et D, et D, les deux maxima entourant un 
minimum. Le procédé supplémentaire sera jugé nécessaire, si 

D, > Ds; D, > Dy (11”) 
Car, sila premiére condition n’est pas remplie, on pourrait poser 
D(m) = D, et si la seconde n’est pas réalisée, on aurait de méme 
Dim) D;. 

Pour construire un seul maximum, il faut changer les données 
d’une fagon ou de l’autre. Le procédé le plus simple sera un 
ajustement mécanique en prenant pour v = 2, 3, 4. 


pi, —_De-tt Dot Dott 
es 3 
On obtient 


’ D, —D , , No — Ds 
Dig Ds aS D; —  GagcerOrs TOSS 


Puisque ces différences sont positives, on aura d’aprés le procédé 
antérieur 


D, _ D, " 
§ = (m') + p, =p, D, — D, (12") 


ou m’ sera l'Age ayant l'indice (3) ot D(z) présente un minimum 
entouré de deux maxima. 
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Le tableau I contient les trois valeurs normales pour la Suéde 


et la Suisse. 


]. — Valewrs normales pour la Suisse et la Suéde 


1901-1910 


Probabilité Vie normale 


Age normal 
hee ae normale e(é) 


Population 


> L(é) 


Suisse : hommes ., 70 ,56250 0, 27129 7, 55319 
femmes. 73 , 72222 0 , 26034 6 58053 


Suéde: hommes . 78 , 46667 0, 23030 5, 80878 
femmes. 78 , 79864 0, 26849 6 12067 


Suéde : population 


entiére . 78, 66667 0, 24946 5, 98547 





Le tableau Il compare six tables américaines établies pour 
la population blanche, avec les tables équivalentes des négres. 
Les valeurs sont tirées de l’excellente compilation de Glover. On 
obtient de ce tableau une relation intéressante. Les Blancs 
vivant, en général, 4 un niveau d’existence plus élevé, leur age 
normal est supérieur a celui des négres. Mais par contre, la vie 
normale des négres surpasse celle des Blancs. 


Il. — Valeurs normales pour les Blanes et les Néegres U. S. A. 


: Vie Probabilité 
Population Age normal § | normale e(é) normale 1(&) 


I 


Blancs | Négres} Blancs | Négres| Blancs Négres 


0, 24287] 0, 27745 

0, 23794) 0,20145 

0, 23590] 0,24789 

0, 29218] 0,31561 

: 0, 241294) 0,18359 

-  O1/ ; 0, 25880) 0, 19886 
Columbia : 57 , 828 ; — 0, 19106 
_ ; 64,077 — 0,18100 
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Le tableau III contient les valeurs normales pour quelques 
tables américaines, pour ]’Australie et les Indes. I] est construit 
selon des valeurs croissantes de l’Age normal. Par contre, la vie 
normale diminue généralement de haut en bas du tableau. Il est 
facile de comprendre pourquoi. 


Ill. — Valeurs normales pour quelques tables 


Probabilité 
Population normale 


d(é) 


(4) (4) 


Hommes 


OTT ag LS, ie Ue ee .| 38,333 0, 28744 
U. S. A. White cities 10 . . . .| 68,574 0 27963 
Massachusetts 10. . . . . . .| 69,444 0, 30718 
U.S. A. foreign born white 10 . .| 70,273 : 0, 32934 
Newilork 103 6, 0,-2.5 at .|:-- 10 887 ) 0, 25377 
U.S. A. foreign born white 01 . .| 73,667 0, 24399 
Australia 1901/40 . . . . . .| 74,200 j 028044 
ad ie a US i i ere 75,185 0,19100 
Michinan 40 i. oe, “v0. = | ..75, 688 0, 26255 
U. S. A. native white 10 . . . .| 73,793 0, 22002 
U S.A. rural white 10. . . . .| 76,205 0 , 26416 
U.S. A. native white0i . . . .| 76,235 0, 21556 
ndgiaea ree O88 sa 3. Sf 16, 258 0, 25776 
Femmes 
Indiai9H710— = 5 oe +s | 99,500 ) 0 , 28574 
U.S.A; ionic born white 10 . .| 74,226 5, 035075 
U. S. A. White cities10 . . . .| 71,574 0, 29443 
U. S. A. foreign born white 01. .| 71,667 0, 31733 
NegsOre40s;. 29). -o8 > aoe «| 28,088 0, 29694 
GOT CUE | | Re eat ee er ee 74,647 0, 31740 
New Jersey10 .... . - -| 14,846 0 25296 
Massachusetts 10. . . . . . -| 74,900 eae pe 
MiehiseniO. 4. > «x | 75,880 0, 29332 
Australia 1901/10. . . . . ~| 78,974 a Wet book 
U.S. A. White rurali0 . . . «| 76,500 eee 
U. S. A. White native 10 . . . .| 177,467 ; 0, 24728 
U. S. A. White native 01. . . .| 78,074 F 0 22378 





Appelons favorables les tables donnant de grandes valeurs 
pour l’age normal, les autres seront dites défavorables. Dans le 
cas le plus défavorable, l’Age normal serait zéro et la vie nor- 
male, égale a l’espérance de vie d'un nouveau-né, aurait une 
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valeur assez élevée, disons E(g) = 18. Telles sont, par exemple, 
les valeurs calculées pour la table de John Grount établie pour 
la fin du xvue® siécle. Dans le cas le plus favorable, supposons 
que l’age normal soit 100 ans et que tous les hommes atteignent 
cet age. Alors pour rester dans les limites de la raison, il faudrait 
admettre que la vie normale fut assez petite, disons un an. 

Il faudra done s’attendre a des variations inverses de lage 
normal et de la vie normale (Voir les tableaux I a III). Mais si 
lon compare deux tables pour la méme population et pour les 
deux sexes, la table pour les femmes est souvent tellement plus 
favorable que non seulement l’Age normal, mais encore la vie 
normale est supérieur aux valeurs correspondantes pour les 
hommes. 

Notons enfin les ordres de grandeur qui sont, pour l’age normal 
75 ans, pour la probabilité normale 0,25, pour la vie normale 
6 ans et pour la force de vie a l’Age normal 10 ans. 

Jusqu’a maintenant, la forme analytique des fonctions biométri- 
ques n’a pas été considérée. Pour quelques problémes pratiques 
nous examinons deux hypothéses permettant la représentation de 
la mortalité pour les 4ges élevés qui nous intéressent. La pre- 
miére, due a Lexis (Voir aussi Bortkiewicz 7, Gumbel 7-4) 
consiste 4 supposer que l’dge dit normal est la moyenne d’une 
distribution de Gauss. On considére donc comme normal que les 
hommes meurent a lage §. Les décés a d’autres Ages sont consi- 
dérés comme des déviations dues au hasard. Or la distribution 
de Gauss est 


2 


h — Aix —E? 


o( 2x) amet al 5: (15) 


et satisfait 4 la condition de l’aire 

+o 

J o(z)dz = 1. 

—0o 
Pour l'utiliser comme formule biométrique, on introduit, en 
plus des constantes / et §, une troisiéme constante A, telle que la 
probabilité normale observée soit conservée par la formule. On 
pose done 


Ka) = hg(a). (16) 
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Pour la détermination de 4, on demande d’apres (1) 


yo 


ie) a= E* e— hx — §) dz. 
\r 
ec 


e 
- 


Pour intégrer, introduisons une variable réduite sans dimension 


t=hyx(ar — §) (17) 
On obtient 


ete 
La nouvelle constante 4 est done déterminée. Pour obtenir /, il 


suffit de faire usage de l'interprétation donnée en haut pour la vie 
normale. La loide Gauss étant symétrique, on obtient 


1 
e(&) = — 
(5) it 





(18) 


Cela permet d’écrire la variable réduite ¢ sous la forme normale 





Cette grandeur sera appelée (dge réduit. La distribution des 
décés autour de l’Age normal est, d’aprés (15), (16), (18) 
2i(5) = — | 
A(x) =— eer tae se (19) 
ou les trois constantes §, /(§), e(§) sont les valeurs normales 
observées. La fonction de survie est, d’aprés (1) 


Hh 2ue) (” e- 2ds. 
Vr, 


\T 





En introduisant l’intégrale de Gauss 


;,|- 


® a) =: = af ‘ aaa: (20) 


on obtient pour les ages supérieurs (inférieures), 4 lage normal 


oy 
Les 


i() = 18) (1 #(7z)) (21) 
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I s’en suit que la condition de J’aire n’est pas vérifiée. En effet, 


on obtient 





t 
(0) = (1+ 9 (Ze) 
ou d’aprés l’ordre de grandeur des valeurs normales (') 


ipa 1" 


La distribution de Lexis ne traite que la moitié des décés. Pour 
de grands Ages, on obtient les fonctions biométriques sous une 
forme simplifiée. Car d’aprés la régle de L’Hopital on peut 
écrire (') pour de grandes valeurs de ¢ suivant R. von Mises (2) - 


ate 
oe ee (22) 
oh r 

ome ‘+9. 


d’ou lon tire, d’aprés (3), (19) et (21) Vintensité de mortalité aux 
ages élevés 





2t T 
H@) = see (1+ 35) (23) 
et d’aprés (3) et (19) la fonction de survie 
Ux) = ee ee (24) 
oo 


Reste encore la question de savoir 4 partir de quelle valeur de ¢ 
on peut traiter les fonctions biométriques de cette maniére. 
Posons pour le moment 

‘=u Ved 
et employons le développement de l’intégrale de Gauss pour de 
grandes valeurs de w 


(uw) = —* (2-4 20 Seva 
(wt) : Vn u 2u3 tS 4us Sui aoe 
dou 
pod! Ae 4 3 15 ; 
— honea duke ee (22') 


e— u? :(uyz) 


(*) Le signe =» exprime l’ordre de grandeur. Une équivalence asym ptotique 
sera désignée par >. Le symbole > veut dire limite. Enfin nous désignons 
par > tres grand par rapport & une valeur v. 
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On peut confondre ce développement avec la valeur (22) s’il est 
légitime de poser (') 
2u' > 1. 


Cette relation peut étre considérée comme vérifiée a partir de 
u > 2,4. Par suite les formules (23) et (24) sont légitimes a par- 
tir de 


trax (28) 
Enfin pour des ages qui sont encore plus élevés on aura, d’aprés 
(19) et (23), Péquivalence asymptotique importante 
6’ ” 
— #18 ua) 22) 
pourvu que 
2u°>> 1. 
La seconde hypothése dont nous ferons usage est celle de Gom- 


pertz (voir le Textbook). Il considére Vintensité de mortalité (2) 
et suppose qu'elle augmente toujours avec l’Age d’aprés 

v(x) = bere (26) 
Les deux constantes 6 et y, qui toutes les deux ont la dimension 
inverse d’un Age, doivent étre positives. 

Bien que la formule (26) soit vieille de 100 ans, la nature des 
deux constantes n’a été précisée que récemment (Gumbel 5, Gold- 
ziher). Leur signification est bien simple. Car pour l’Age normal 
on obtient, d’aprés (8’) 


p(S) = (27) 


Done, y est l'intensité de mortalité a l’4ge normal ; car la condi- 
tion (9') est vérifiée, d’apreés (27). Il s’en suit y > 6, puisque 6 est 
supposé étre l’intensité de mortalité a lage zéro. L’Age normal 
lui-méme est, d’aprés (26) et (27), 


E=—igt. (27') 


On peut done déterminer la constante y en calculant l’intensité 
de mortalité 4 l’Age normal. Mais il est plus avantageux de lier 
cette constante 4 la vie normale. On aura pour la fonction de 
survie, d’aprés (4) et (26) en choisissant 2, = € 

TF (7 
x) = Wee 7 (28) 
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et la vie normale est, d’aprés (10), 
oo are 
—-e 
of) =e fe vada, 
En introduisant une nouvelle variable d’intégration z définie par 
e eye = 
on obtient d’aprés (27) 
wrt phegae 
e(§) = > Wh 1 Bias 


L’intégrale est une transcendante appelée logarithme intégral dont 
la valeur numérique est 0,219383934. La constante y est donc liée 
a la vie nomale par 


Ps StS) ¢ 
oak ane 9) 
la valeur numérique de la constante étant p = 0,596347355. Les 
formules (27') et (29) permettent la détermination des deux 
constantes. D’aprés lordre de grandeur de la vie normale, la 
valeur de y donnée par (29) est de l’ordre 0,1. D’aprés (27’) la 
constante 6 est de l’ordre 10-4. Par suite — peut certainement 
étre négligé par rapport a 1. 
D’ailleurs on peut éviter le calcul des constantes en introdui- 
sant la variable réduite (17’). On obtient alors pour la fonction 
de survie (28), d’aprés (27’) et (29), 


U(x) = U(E)et— (28) 
et pour l’intensité de mortalité 


p(x) = ie evt (26’) 


e(g 


La formule (28) ne vérifie pas la condition de l’aire. En effet, 
on obtient d’aprés (4), (26) et (27) par intégration de zéro a & 


l(o) = U(&)e. (28") 
L’ordre de grandeur de /(0) est donc 0,70. 
Notons enfin que l’équivalence asymptotique (22”) 


0’ 
ss Ten ~ (2) 


est vérifiée d’aprés (26’), (3) et (28) pourvu que eP! > 1. 
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Les deux formules de Lexis et de Gompertz ont quelques pro- 
priétés communes. D’abord toutes les deux contiennent trois 
constantes qu'on peut facilement remplacer par les trois valeurs 
normales. Puis elles permettent l’introduction de l’age réduit (17'). 
La comparaison des formules faite dans le tableau IV en est faci- 


: Bee 
-9 oa 
-8 Se 


fonctions de survie de Lexis ef de Gompertz 





‘i ele Gompertz 
Lexis 








fonetien de survie réduite par /a probabilite normale . 





Fe aoe 
Age reduit £= MES 


Fig, 4 


litée. Enfin les deux formules vérifient l’équivalence asymptotique. 

La figure 1 représente les variations de la fonction de survie 
I(x) divisée par la probabilité normale /(§) avee lage réduit l 
pour les deux formules. Les différences numériques sont minimes. 
Mais pour de petites (grandes) valeurs de la variable réduite, la 
fonction ag de Lexis est toujours inférieure (supérieure) a celle 
de Gompertz. 


LA DURKEE EXTREME DE LA VIE HUMAINE 


18 





as <(1),J J << a? u<< JZ * agnbirojduifse aoua; 
a 


-eainba ep uontpuog 


uf 
+ 


— 


(3)e (3) (= )a—s u(3)0 
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Dans le tableau IV, chaque ligne de la derniére colonne est 
une forme commune aux colonnes précédentes de la méme ligne. 
Pour la formule de Lexis cette écriture uniforme n’est valable 
que pour de grandes valeurs de l’dge réduit. C’est pour les 
mémes valeurs qu’on peut identifier la formule de Gompertz- 
Makeham a la formule spéciale de Gompertz que nous avons 
traitée ici. 

L’écriture uniforme vaut aussi, si l’intensité de mortalité tend 
vers une limite. Dans ce cas la distribution des décés serait 
exponentielle pour les ages trés élevés et on aurait /(¢) = ¢. 

Pour toute formule analytique qui permet l’introduction de la 
fonction 


Ey U(x) 
9 = 97 

l'intensité de mortalité est inversement proportionnelle a la vie 

normale, ce qui fortifie la relation (3’). La fonction /(¢) est sou- 

mise aux conditions 


floc) =0; fl) >0; ft) rm. 


La nature des fonctions biométriqnes pour les ages élevés a été 
étudiée d’une facon claire par M. de Finetti. Enfin M. Huber a 
résumé les méthodes d’ajustement usuelles pour ces ages. Ces 
notions sur les fonctions biométriques suffisent pour accomplir 
la tache que nous nous sommes proposés. 


Hl 


THEORIE DU DERNIER AGE 


Nous définissons le plus grand age observé comme étant celui 
du dernier parmi N décédés. Car la variable statistique de la dis- 
tribution dite initiale, dont nous voulons calculer la plus grande 
valeur, est l’Age au décés. Pourtant il sera légitime de considé- 
rer N dune facon plus vague comme un nombre de nouveaux-nés, 
puisque tout nouveau-né meurt un jour. [1 s’agit de déterminer 
une valeur théorique du plus grand age relative a une population 
donnée et 4 un nombre donné d’observations. 

La probabilité Wy(z) pour que le plus grand Age pour N décé- 
dés soit moindre ou égal a z, est 


Wn() = (1 — U(a))® (30) 


La densité de probabilité wy(x) pour qu’un Age z au décés soit 


le plus grand parmi N décés, est pour n’importe quelle valeur 
de N 


wn(x) = N(1 — U(x))N— 16(2) (31) 
Pour N=—1 on retourne naturellement a la distribution initiale 
w,(x) = 82) (31’) 


Pour N arbitraire, on ne trouve pas une valeur déterminée du 
plus grand age. Il n’existe qu’une densité de probabilité pour 
que le plus grand age ait la valeur z. Du moment que l’on traite 
un probléme du point de vue probabiliste, on ne peut arriver 
qu’a des probabilités. Pour fixer tout de méme une valeur du 
plus grand Age, on calculera les valeurs caractéristiques de la 
distribution (31). Elle aura une dominante ©, qui sera appelée le 
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dernier age, une espérance mathématique w, qui sera appelée 
Page limite, et un écart type c. La fonction linéaire 
a—é 

e(5) 
qui correspond a lage réduit (17'), sera appelée le dernier age 
réduit. De méme la fonction linéaire 


- 
* 


I 


(32) 


t= or (32’) 
sera appelée lége limite réduit. 

Notre but est de calculer le dernier Age, l’dge limite et l’écart 
type, pour comparer ces valeurs théoriques aux observations que 
nous appellerons /es plus grands dges. 

Déterminons d’abord le dernier Age, en différentiant (31) par 
rapport a z, ce qui donne 

Taw (9) + 7 = (33) 
Le calcul de la dominante © en fonction de N demande la résolu- 
tion de cette équation ordinaire. Au lieu d’une résolution exacte 
qui suppose la connaissance analytique de la fonction de survie, 
nous traitons deux approximations valables pour de grandes 
valeurs de N. On obtient une premiére solution approchée en 
négligeant /(@) par rapport a 1 et 1 par rapport a N. La condi- 
tion 
N >1> (6) (34) 


meéne a (35) 





De cette équation on peut tirer © en fonction de N pour une 
expression analytique 4(z) donnée. Puis, en calculant la fonction 
de survie 4 l’Age & on peut vérifier 4 aide de (34) si le nom- 
bre N est suffisamment grand. C’est cette formule qui sera 
employée dans le chapitre (V). 

Supposons d’autre part que les fonctions biométriques véri- 
fient, pour le dernier age, la relation 


6(@) (34’) 
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qui vaut, d’une fagon asymptotique, pour les fonctions de Lexis 
et de Gompertz, et d’une fagon exacte pour la théorie de Finetti. 
On ne peut pas contrdler cette hypothése par les observations. 
Car nous supposons que cette relation est valable précisément 
pour les trés grands Ages ot le nombre d’observations est insuffi- 
sant pour la construction des valeurs biométriques. 

Mais d’autre part, on se rend facilement compte de la raison 
de cette hypothése. Pour toute formule biométrique qui ne pos- 
séde pas d’dge limite fixe, la densité de mortalité 6(7) et la fone- 
tion de survie /(z) tendent vers zéro. Par suite, l’intensité de 
mortalité p(x) devient un quotient indéterminé. De plus, la déri- 
vée (xz) tend vers zéro par valeurs négatives. L’égalité (34’) est 
donc une approximation de la régle de L’Hopital; mais elle n’est 
pourtant pas une trivialité. Cest une condition analytique que 
nous imposons aux fonctions biométriques. De plus, elle implique 
que le nombre d’observations soit suffisamment grand, ce qui 
conduit 4 une condition numérique. Cela résulte de ce que © est 
une fonction toujours croissante de N, ce qui sera prouvé tout a 
l'heure. 

Supposons que (34’) soit vérifié. On obtient alors le dernier Age 
par la formule simple et importante 


(35") 





On peut facilement établir une relation entre les deux détermi- 
nations du dernier Age. Introduisons dans (35) l’intensité de morta- 
lité. Grace aux relations (3) et (8) entre la densité de mortalité, 
lintensité de mortalité et la fonction de survie, on obtient 

1 u'(@ 

8 = aby (1-38) 
On peut donc considérer la formule simple (35’), valable pour de 
grands nombres de décés, comme une premiére approximation 
de la formule (35”). La formule (35’) présente l’avantage d’avoir 
une signification intuitive : Je dernier age est tel qu’on peut s'at- 
tendre a ce que, parmi un nombre donné N de personnes, une 
seule V'atteigne. En d'autres mots : La valeur moyenne du nombre 
de N personnes qui atteignent le dernier Age, est égale a un. 
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On peut tirer des conséquences assez intéressantes de (35') 
avant d'introduire une formule biométrique déterminée. Le der- 
nier 4ge augmente avec le nombre d’observations ; il vient en 
effet de (35’), en différentiant par rapport 4 N 


2 dlyN 
d —— - 
2(o) ae 





Puisque © est fonction de N, soit x, on oblient, en intégrant de 
1 jusqu’a N 
__ (N digz 
ohare Uae Perr 


Pour déterminer ©, on retourne 4 la distribution exacte (31) qui 
donne pour N — 1 





On aura done 
°N alge 


On = § + of “u(a8) . 


Si la distribution des décés permet l’introduction d'une variable 
réduite d’aprés (17’), et si la fonction de survie est de la forme 


Ufa) = Hg)e- H 
on peut encore préciser la nature de l’intégrale. Soit d’aprés (32) 
t le dernier Age réduit; on a, d’aprés (35), 


Rejeo (Ch x 
ou en désignant le logarithme naturel par /g 
f(z) = IgNI(é). 
Soit, d’autre part, 
7 = Fl/gNU(§)] (36) 


la fonction inverse. Le dernier Age sera alors 


© = § + e(f)F[/gN/(&)] (37) 





ou F[/gN/(§)] est une fonction toujours croissante du nombre 
d’observations qui s’annule pour N = 1. 
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L’expression (37) permet un calcul facile du dernier 4ge pour 
une population donnée a l'aide des trois valeurs normales, du 
nombre des décés N et d’une hypothése valable pour le cours de 
la mortalité vers les ages élevés. On comprend facilement que le 
dernier age est égal a ]’Age normal plus un multiple d’une mesure 
des écarts entre les Ages au décés et ]’Age normal. 

La densité de probabilité du dernier Age est, d’aprés (31) et (35’), 

: a 

wy (a) =O (38) 
La valeur ».(®), l'intensité de mortalité au dernier Age, sera appe- 
lée la derniére intensité de mortalité. Si Vintensité de mortalité 
augmente toujours, »(@) augmente avec N; il en résulte que la 
distribution wy(z) se resserre autour de la dominante pour un 
nombre d’observations croissant. La détermination du dernier 
age est d’autant plus précise que la population étudiée est plus 
grande. Si le nombre N est suffisamment grand, il est justifié de 
poser 


BO (39) 
La distribution exacte (31) du plus grand age a le désavantage 
qu’on ne peut pas calculer son espérance mathématique sans 


introduire une formule spéciale pour la distribution des décés. 
Voila pourquoi on établit la forme finale 


(40) 





vers laquelle tend la distribution (31) pour de grandes valeurs 
de N, pourvu que la condition (34) soit vérifiée. 
La variable dite finale 


y= p(o)(z# — o) 7 (41) 


est une transformation linéaire du plus grand age, distincte du 
plus grand age réduit , défini par la formule (32). 

La formule (40) est la distribution finale de la plus grande 
valeur d'une distribution initiale 6(z) écrite dans les désignations 
biométriques. Elle a été énoncée pour la premiére fois par 
M. R. A. Fisher. Cet auteur a caleulé l’espérance mathématique 
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et l’écart type de la plus grande valeyr. M. Finetti a prouvé la for- 
mule pour la distribution initiale de Gauss. Dans un travail anté- 
rieur (75) j’ai élargi la preuve a toute une classe de distributions 
initiales dont fait partie, par exemple, la distribution de Gom- 
pertz. D’ailleurs, pour la distribution initiale exponentielle, on 
obtient la distribution finale de la plus grande valeur sans avoir 
besoin de passer par une limite. 

Les deux constantes dans la distribution finale du plus grand 
age sont le dernier Age © et la derniére intensité de mortalité u(6). 
Cela justifie notre choix antérieur du dernier Age comme valeur 
caractéristique. 

Si lintensité de mortalité augmente avec l’Age sans limite, la 
distribution finale du plus grand age se resserre autour de la domi- 
nante pour un nombre d’observations croissant. S’il existe une 
limite, la distribution finale vaut aussi; seulement la distribution 
de la plus grande valeur ne se resserre plus a partir d’une cer- 
taine valeur de N. 

Notons tout de suite une différence entre l’emploi des formules 
(35) et (40). Pour l’une, on a besoin d’une expression analytique 
de la fonction de survie. Pour l’autre ce n’est pas nécessaire si l'on 
connait & et u(@) et toute trace d’une fonction spéciale de survie 
a disparu. 

La formule finale (40) permet le calcul de l’espérance mathéma- 
tique (75). Cet age limite devient 


o=o+ a (42) 





ou c, la constante d’Euler, est a peu prés 0,58. L’égalité approxi- 
mative (39) reste juste, méme si l'intensité de mortalité tend vers 
une limite. Car d’aprés (42) il suffit que le produit de lintensité 
de mortalité par l’A4ge augmente pour les ages élevés. D’ailleurs 
cette formule n’introduit pas un facteur nouveau par rapport a 
(37), car d’aprés le tableau IV, 5° ligne, Vintensité de mortalité 
au dernier Age sera liée, d’une fagon ou de l'autre, a la vie nor- 


male. 
On obtient, d’aprés (42) et (32’), Page limite réduit 


ir. £ 
fee aa: e(E)4(a) 
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Cette expression se simplifie puisque 1a vie normale est l’inverse 
de la derniére intensité de mortalité pour toutes les formules bio- 
métriques qui permettent l’écriture uniforme. 

L’écart type de la distribution finale du plus grand age est (75) 





a (43) 
\6 u() 


La grandeur sans dimension ¢ : e(§) sera appelée l'écart type 
réduit. C’est, d’aprés (10), l’écart type de la distribution finale du 
plus grand age divisé par l’écart moyen de la distribution des 
décés a partir de l’A4ge normal. Sa valeur est 


i ae EA (43’) 


e(é) me \6 2(a) e(5) 


Alors l’age limite réduit devient, d’aprés (42’), 


fee eee (42”) 








Enfin on peut exprimer l’écart type réduit comme un multiple de 
la différence réduite entre l’age limite ct le dernier age 
—~ = (¢ —t)—= (43") 
e(5) cv6 ? 

Le calcul de l’écart type peut servir a déterminer un intervalle 
dans lequel doit se trouver le plus grand Age avec une probabi- 
lité déterminée. La probabilité Wy(r), formule (30), pour que le 
plus grand age soit inférieur a z, tend d’aprés (40) vers la proba- 
bilité finale 


W(x) =e-@ ” (44) 


Le tableau V contient ces valeurs en fonction de la variable 
réduite. 
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to 
~I 


V. — Probabilités des plus grands dges. 






Probabilité 
W(2) 


Variable réduite 








0, 01132 
0, 06599 
0. 19230 


vw 


7 


RMOMOMNoroUNon woe 
S 
Ral 
bo 
— 
bo 
S 


~ 


COO mR COON NEE OOO = 





0.99592 


~~ 


La probabilité pour que le plus grand Age vérifie 
oO—c<r<wo+e 
ou, d’aprés (41) et (43), pour que la variable réduite, vérifie 


coy ae der 


= \— wW(— =). 
es ( a 
A l'aide du tableau V, on obtient, par une interpolation simple, 


W(=)= — 0,75318 ; jae 4)= — 0,04221. 


est 


I] existe done une probabilité de 71/0 pour que le plus grand 
age x satisfasse aux inégalités 


(45) 





Tee ae; pont Ta 





Les valeurs inférieures 4 cet intervalle ont une probabilité de 
4 0/0 et les valeurs supérieures une probabilité de 25 0/0. 
Le tableau suivant contient les valeurs numériques des constan- 
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tes. Nous y avons joint quelques grandeurs dont la portée sera 
montrée plus tard. 


VI. — Quelgues constantes numériques. 


Constante du cercle Constante de Euler 


0, 577213665 


0, 77969680 6 0, 450053264 


= 4,02924821 > 1 813376494 


Constante logarithmique Constante de Gompertz 


2 loge 0 , 86858896 0,596347355 


loge 
Tt 


0, 13824023 4676875063 
2150675586 


0 , 967918553 





Avant d’appliquer la formule (35) 4 une formule biométrique 
spéciale, il est avantageux d’analyser quelques propriétés de (37). 
Cette détermination du dernier age se distingue des tentatives 
antérieures par le fait important gu’on utilise seulement les 
valeurs normales ; aucune observation portant sur les ages extré- 
mes eux-mémes est employée directement. De plus, cette déter- 
mination n’est pas liée 4 une seule formule biométrique. Enfin, le 
dernier Age augmente toujours avec le nombre des décés observés. 

Le dernier Age et lage limite dépendent de quatre facteurs : 
les trois valeurs normales qui dérivent de la table de mortalité, 
valeurs biométriques, et le nombre N des décés, valeur démo- 
graphique. Ce nombre N varie suivant qu’on examine tout le 
territoire ou une partie d'un pays, une année, une décade ou un 
siécle, ou seulement le nombre des décés ayant servi a la construc- 
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tion d’une table. Le choix de N est arbitraire du point de vue bio- 
métrique. En tout cas on obtient le dernier age pour la population 
et Vintervalle envisagé. 

{i faut distinguer le nombre des décés N du nombre N/(é), égal 
a peu prés au quart du premier. Cette valeur sera appelée /e 
nombre d’observations. Car c’est seulement la distribution des 
décés autour de l’Age normal qui sera utilisée pour nos calculs : 
Mathusalem n’est pas mort d’une maladie infantile. 

Les influences des quatre facteurs sur le dernier Age sont assez 
différentes. D’abord, le dernier Age augmente avec la probabi- 
lité normale ; mais cette influence peut étre négligée, car le fac- 
teur multiplicatif ne dépend que du logarithme du nombre d’ob- 
servations. 

Comparons deux tables ayant le méme age normal, la méme 
vie normale, et pouvant étre représentées par la méme formule 
biométrique. Le dernier Age est supérieur pour la table corres- 
pondant au plus grand nombre d’observations. Le dernier Age a 
une époque donnée sera toujours inférieur au dernier Age atteint 
jusqu'a cette époque, puisqu’il croit avec le nombre d’observya- 
tions. Cet 4ge augmente avec le temps, méme si les conditions 
hygiéniques restent les mémes. Par exemple, si a partir d’une 
année quelconque, disons 1880, on considére les années suivantes, 
le dernier Age atteint jusqu’a une certaine époque augmentera 
toujours. Mais réciproquement, si l'on retourne vers les années 
passées, le dernier Age atteint jusqu’a une certaine époque aug- 
mentera de méme. En effet, ce n’est pas le temps proprement dit, 
mais seulement l’augmentation du nombre d’observations, qui est 
la cause de l’accroissement du dernier Age atteint jusqu’a une 
époque. 

Chaque fois que lage normal devient plus élevé, le dernier Age 
est accru, d’aprés (37), de la méme quantité. Celui-ci augmen- 
tera donc avec l’Age normal et aussi avec la vie normale. Plus le 
nombre d’observations est grand, plus cette derniére influence 
est forte. Comparons deux tables, représentées par la méme for- 
mule biométrique, donnant la méme vie normale et reposant sur 
le méme nombre d’observations ; la table ayant l’Age normal plus 
élevé, aura aussi le dernier age plus élevé. 

Le nombre d’observations étant la base méme de notre théorie, 
on ne peut pas essayer d’éliminer son influence. Mais on peut 
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comparer deux populations au point de vue de la longévité en cal- 
culant un dernier dge virtuel '& basé sur un méme nombre arbi- 
traire d’observations. 

Prenons deux tables, ayant différents Ages normaux et différen- 
tes vies normales, telles qu’on puisse les représenter par la 
méme formule. La table favorable aura un dernier Age virtuel 
plus petit que la table défavorable (72), car les tables favorables 
ont en général de petites valeurs pour la vie normale et récipro- 
quement. Il s’en suit /e paradoze du dernier dge. 

Comparons pour le méme nombre d’observations deux tables, 
dont la premiére soit plus favorable que l'autre, et pour les- 


quelles 
Ey > E25 ex(61) < en(6s) (46) 
On aura d’aprés (37) 
6,5, (46') 
pourvu que 
penned (46") 


” = ea(E2) — ©1(&1) 


Pour un nombre d’observations suffisamment grand, la table 
défavorable donnera un dernier Age virtuel supérieur. La diffé- 
rence entre les Ages virtuels augmentera avec les observations. 

Cette supériorité des tables, défavorables du point de vue du 
dernier Age, s explique facilement d’aprés les fondements de notre 
théorie. Le plus grand écart a attendre pour une distribution 
quelconque et pour un nombre d’observations donné est un mul- 
tiple d'une mesure des écarts, disons l’écart moyen. Or, la table 
de survie favorable a un grand Age normal, mais une petite vie 
normale correspondant a un petit écart moyen, tandis que la 
table défavorable a un grand écart moyen. 

D’ailleurs, on peut se rendre compte aussi de cette supériorité 
du point de vue biométrique, car pour la table la plus favorable, 
donnant par exemple § = 100 et e() = 2, le dernier age virtuel 
restera proche de 100. Il sera surpassé, pour un nombre d’obser- 
vations suffisant, par le dernier age virtuel de la distribution la 
plus défavorable ayant, disons § =0; e(§) = 18. 

Le contraire se produit si une table est défavorable, par rap- 
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port a une autre, a un degré tel que sa vie normale aussi soit 
plus petite que celle de l’autre. C’est le cas lorsqu’on compare 
les tables de survie pour les hommes et les femmes de la méme 
population. L’infériorité des hommes est telle que leur dernier 
age est plus petit que celui des femmes. 

Dans le passé et actuellement dans les pays arriérés, les tables 
de survie étaient et sont défavorables. Cela pourrait expliquer 
qu'il y ait des hommes qui atteignent des Ages trés élevés, et les 
mauvais renseignements ne seraient pas l’unique explication. 
Mais cela suppose quil est légitime de représenter la survie de 
ces populations par les mémes formules que celle des popula- 
tions vivant dans des conditions favorables. 

Pour juger une table de mortalité, il y a deux points de vue 
opposés. Il est courant de considérer l’accroissement de l’dge 
normal comme un signe de progres. L’autre critére est l’Age du 
dernier survivant. L’accroissement de l’un peut entrainer la dimi- 
nution de l'autre. C’est, sans aucun doute, le premier point de 
vue qui est légitime. L’accroissement de l’Age normal est préféra- 
ble, méme sil entraine une mort « prématurée » du dernier sur- 
vivant. 

En résumé, les deux formules (37) et (40) résolvent notre pro- 
bléme et nous permettent des applications pratiques. Les statis- 
tiques peuvent fournir le plus grand age observé pour une 
année. Si ces valeurs sont connues pour plusieurs années, on peut 
les classer en distributions. Notre théorie nous a mené a la 
connaissance (40) de cette distribution, qu’on peut comparer aux 
observations. Ce sera l’objet du chapitre suivant. Pour cette 
comparaison il n’est nullement nécessaire de choisir une formule 
déterminée pour la table de survie. 

Par contre, si nous voulons calculer le dernier age ou lage 
limite d’une population donnée pour un an ou pour quelques 
années, il faut choisir une formule d’interpolation pour repré- 
senter la survie. Ce calcul sera fait pour la formule de Lexis et 
celle de Gompertz dans les chapitres (V) et (V1). 
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IV 


DISTRIBUTIONS DU PLUS GRAND AGE EN SUISSE 
ET EN SUEDE 


Pour vérifier par les observations faites sur le plus grand age 
les théories du chapitre précédent, il nous faut des renseigne- 
ments exacts et nombreux, observations qui sont assez rares. Mais 
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le Bureau Fédéral Statistique de la Suisse et le Statistisk Central- 
byran de Ja Suéde ont mis généreusement 4 ma disposition leurs 


observations (') détaillées portant respectivement sur les années 
1879-1933 et 1881-1932. 


(*) Je profite de cette occasion pour les remercier. 
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Les figures (2) et (3) indiquent, pour chaque année, les Ages 
entiers aprés lesquels les derniers suryivants en Suisse et en 
Suéde sont morts. La premiére colonne du tableau VII contient 
le plus grand age, les suivantes, le nombre des années ov cet Age 
fut le plus grand. 

Le nombre des cas obseryés pour les deux sexes (tableau VII, 
1* ligne) est naturellement la somme des cas pour chaque sexe 
séparé. On devrait done aboutir 4 110 et 104 cas. Mais pour pou- 
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voir dessiner les trois fréquences de chaque pays a la méme 
échelle, nous avons divisé ces nombres par deux. Cela permettra 
de calculer toutes les fréquences théoriques par le méme pro- 
cédé. La moyenne des plus grands ages des femmes est supérieure 
a celle des hommes (ligne 2). Par contre, les distributions pour 
les hommes sont moins serrées que pour les femmes (ligne 3). 
Pour comparer les observations et la théorie (40), il faut déter- 
miner les deux constantes & et u(®). On les obtient, a l'aide de 
(43) et (42), par 
1 — 0.77970 ¢ (47) 
+(%) 
© = o — 0,45005 ¢ (48) 
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La valeur inverse de la derniére intensité de mortalité est appelée 
la dernwére force de vie. Ces valeurs se trouvent dans les dernié- 
res lignes du tableau VII. Les derniers iges des hommes sont 
inférieurs a ceux des femmes. Les valeurs pour l’ensemble se 
tiennent entre les valeurs pour les deux sexes séparés. D’ailleurs 
les intensités de mortalité sont encore inférieures a 1. 

Ces valeurs permettent de calculer les distributions théoriques 
correspondantes aux observations. Celles-ci sont nécessairement 
discontinues, tandis que la théorie suppose des valeurs continues. 
La méthode la plus simple est de comparer, non la distribution, 
mais les fréquences cumulatives. Les valeurs observées sont don- 
nées dans le tableau VIII et représentées dans les figures (4)-(40). 


VIIl. — Fréquences observées du plus grand dge. 


Hommes Femmes Population entiére 
Se ee a a gn 
Plus grand Age i wat ‘ é 
Suisse | Suéde | Suisse | Snéde Suisse Suéde 


(1) (2) (3) ( (6) (7) 


a a Ce a a ee 


~~ 


Coooovrorenroo 


0 
0 
0 
4 
2 
9 
1 
8 
5 
0) 
2 


Cr wwne— 


~ 





Les valeurs théoriques correspondant au tableau VIII sont les 
W(z) de la formule (44), multipliés par le nombre d’années envi- 
sagées /. Puisque les deux constantes seront différentes pour des 
séries différentes d’observations, il faudrait refaire pour chacune 
d'elles le calcul des valeurs théoriques. Mais on peut éviter ce 
travail en faisant usage des probabilités W(z), calculées une fois 
pour toutes dans le tableau V, en fonction de la variable y, Seat 
par (41). Pour des valeurs choisies de y on connait la probabilité 
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pour que le dernier ge soit inférieur 4 x. On calculera seulement 
les valeurs correspondantes de z par les transformations linéaires 


t=O +5 (49) 





ou les valeurs © et 1 : »(o) seront tirées des derniéres lignes du 
tableau VII. 

Le tableau IX donne les valeurs théoriques comparables aux 
observations du tableau VIII. Les ages des colonnes 2, 3, 4 cor- 
respondent a la colonne 1, les nombres de la colonne 5 corres- 
pondent aux nombres des colonnes 2, 4, 6 du tableau précédent. 


IX. — Probabilités des plus grands dges en Suisse (1879-1933). 


Plus grands ages x ? 
Fréquences 


distribution | — —.. 7 =—---—-:__——————-- absolues 


Hommes Femmes Ensemble kW(z) 


~~ 


~ 


- 


- 
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106,82 
407.59 


1 
1 
0 
0 
0 
4 
4 
2 
2 
3 
3 
4 
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5 
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Dans les figures “4 4 6 on a comparé les valeurs observées du 
tableau VIII aux valeurs théoriques du tableau IX. L’accord est 
satisfaisant. 

De la méme maniére ont été établies les valeurs correspondan- 
tes pour la Suéde. On obtient d’aprés le tableau VII, colonnes 3, 
5, 7 les plus grands ages des hommes par 


x = 100,46457 + 1,39406 y (49’) 
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Probabilités totales et fréquences observées des plus grands ages 
en Suisse 1879-1933, et en Suede 1881-19329. 
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et pour les femmes par 

x = 103,01923 + 1,27468 x (49") 
enfin pour la population entiére par 

L = 102,14423 + 1,49985 x (49"") 


Les fréquences correspondantes sont les valeurs de 52 W(z) tirées 
du tableau VY. La comparaison graphique entre les fréquences 
observées et théoriques (fig. 749) montre un accord satisfaisant. 

En conclusion : il est légitime de nier l’existence d’un age limite 
fixe et de traiter la distribution des décés sur les Ages comme 
illimitée. Ce résultat a été attemt sans aucune hypothése spéciale 
sur la variation de la mortalité avec les ages. Notre seule hypo- 
thése générale a été d’admettre que l’égalité limite fournie par la 
régle de L’Hopital peut étre considérée comme déja suffisamment 
exacte pour les ages élevés. 


Vv 


FORMULE DE LEXIS ET OBSERVATIONS AMERICAINES 


Afin de calculer le dernier Age pour une population donnée a 
Vaide des équations (35), il faut choisir une certaine formule 
biométrique. Dans ce qui suit nous employons d’abord Ja formule 
de Lexis. 

Soit de nouveau 7, formule (32), le dernier age réduit de sorte 
que ©, formule (37), est le dernier Age. Pour déterminer la valeur 
+ a l’aide de (35), on n’a qu’a employer la valeur (19) de la dis- 
tribution des décés 4(x). On obtient 


On tire immédiatement de (35) 


NUE) = se * (50) 


L’emploi de cette formule est légitime d’aprés (34) et (21), 
pourvu que 
I) = U8) (1 — cae <1 
Pour t= 2 Aya (25) 
on obtient a l’aide des tables usuelles de l’intégrale de Gauss 
| Key == ey O10" 


résultat qui vérifie suffisamment notre condition (34). Car on ne 
néglige que 0,17 0/00. Le nombre dobservations doit done étre 


N/E) & 1333 
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ce qui permet d’employer notre calcul du dernier age pour toutes 
les tables. En pratique on tire le dernier ge réduit 4 l'aide de 


Be A a ie a I TE eee 


log N/() = 0,13824 <* + log < (51) 





Oe ee a 


en déterminant le nombre d’observations Ni(§) pour des valeurs 
choisies du dernier Age réduit 7. 

Pour obtenir l’age limite on calcule d’abord la derniere inten- 
sité de mortalité d’aprés (238) 


w(o)e(@) => (1+=) (52) 
D’aprés (25) on aura 
4,8 
w(o) > ee * 


La derniére intensité de mortalité surpasse donc 0,8. On tire 
de (42’) Page limite réduit 


Enfin, on déduit l’écart type réduit a V’aide de (43") 


o Te? i 


e@) ve *+2" (54) 


La premiére colonne du tableau X contient le dernier age 
réduit 7, la seconde le logarithme correspondant du nombre d’ob- 
servations N/(§), calculé a l'aide de (51). La troisiéme colonne 
contient le nombre d’observations N/(€) lui-méme. D’aprés (53) on 
obtient lage limite réduit (colonne 4). Enfin (54) sert au calcul de 


Vécart type réduit aay (colonne 3). 


Le dernier Age réduit croit trés lentement avec N. Car si le 
nombre d’observations augmente de 4.000 a 400.000, c’est-a-dire 
100 fois, le facteur multiplicatif n’augmente que d’a peu prés 
28 0/0. Notre supposition fondamentale qu'un Age limite n’existe 
pas, ne se heurte done a aucune difficulté pratique. Il faudrait 
des nombres d’observations fantastiques pour que des ages extra- 
ordinaires puissent étre observés. 


Puisque le dernier age réduit augmente d’une facon assez lente, 
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lécart type réduit dépend du nombre d’observations d’une 
maniére faible. Pour 1.300 observations il est de Pordre de 10 0/0 
de lage limite réduit. Pour 40 millions, il diminue a4 0/0. 
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Les valeurs réduites du dernier age, de l’écart type et de l’age 
limite sont données dans la figure (10) en fonction du logarithme 
du nombre d observations. Elle montre que le dernier age et 
lage limite réduit sont assez proches et qu’ils augmentent d’une 
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facon sensiblement linéaire. Leur différence, fonction décrois- 
sante, est presque indépendante du nombre d’observations. 

Notons en passant que le tableau X résoud le probléme général 
de la plus grande valeur d’une distribution de Gauss, probléme 
posé par L. von Bortkiewicz (Y, 3) pour de petits nombres d’ob- 
servations, et résolu par R. de Misés pour de trés grands nom- 
bres d’observations. Pour un nombre d’observations (colonne 3) 
s’étendant de 1,3.10° 4 41,6.10°, on tire de la colonne (1) la plus 
grande valeur la plus probable de la variable initiale réduite par 
son écart moyen; de la colonne (4) lespérance mathématique de 
la plus grande valeur et de la colonne (5) l’écart type de la distri- 
bution de la plus grande valeur réduite par Vécart moyen.de la 
distribution initiale. L’introduction de Pécart moyen au leu de 
lécart type, usuel, était nécessaire parce que c’est le premier qui 
a une signification biométrique simple. 

Pour appliquer !a théorie du plus grand age a une population 
donnée il suffit de déterminer les trois valeurs normales. En plus 
il faut tirer des registres de l'état civil le nombre des décés N qui 
a été employé pour la construction de la table, pour connaitre le 
nombre d’observations N/(6). On déterminera le facteur multipli- 
catif 7 4 Vaide du tableau X ct on aura le dernier age a l’aide 
de (37). Puis on va caleuler l’intervalle w = ¢ pour comparer le 
résultat avec l’age observé auquel l'individu le plus Agé est décédé. 
Nous désignons cette grandeur par [w’]. Car on ne connait le plus 
grand age qu’en nombres entiers. 

Toutes ces valeurs sont données d'une facon systématique dans 
la publication de Glover pour 36 tables américaines, énumérées 
dans la premiére colonne du tableau XI. 

La détermination du plus grand age observé se heurte quel- 
quefois 4 la difficulté que les observations n’étaient pas encore 
terminées. Par exemple, pour la table « White native female 
1910 », la derniére femme était morte entre 111 et 112 ans, 
tandis qu’il y avait encore une femme vivante a 1414 ans. Dans de 
tels cas, nous avons supposé qu'elle devait étre morte au bout 
dun an, ce qui permet d’établir [w")] = 4114. 

Nous ne pouvons pas entrer ici dans la critique des observa- 
tions. Pourtant nous ne pouvons pas supprimer la remarque que 
ces valeurs (tabl. XI, col. 8) nous semblent étre un peu élevées. 

Les différentes tables ne sont pas indépendantes les unes des 
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X. — Dernier dge, dge limite et écart type réduits, 
pour la formule de Lexts. 


Dernier age Logarithme Nombre Age limite Ecart type 
réduit du nombre | d’observations réduit 
d’observations > 
log Nd(2) NZ(E)40- t 


(2) (3) (4) 


-_— 
_— 
~— 


3, 12535 4,335 4 446 
318953 4,547 4 494 
3.95434 1,796 4342 
331978 2 088 4591 
3.39072 2, 459 4639 
3.45258 2835 4 687 
3,51993 3,314 4735 
338792 3.872 4.783 
3, 65655 4,535 4832 
3.72582 5,319 4880 
3° T9374 6, 248 4’ 928 
3.86630 7,350 4978 
3.93730 8, 660 5/025 
400934 10,22 5,074 
408184 12,40 5,122 
4.45498 14,29 5,171 
422876 16,93 5,249 
430320 20,10 5 268 


? 


4.37828 23.59 5,316 


4. 45402 2834 5,365 
433044 33,92 5,413 
4.60744 40.50 5, 462 
463844 43.50 5,484 
466954 46,73 5,304 
4.70075 50,24 5,520 
4.73206 53,96 5,540 
4.76348 58,01 5,559 
4.79300 62,37 8579 
4.82663 67,09 5,598 
485836 712.17 5,618 
489019 17,65 5,637 
499913 83,59 5,657 
4.95417 89,99 5,676 
4.98632 96,90 5,696 
501858 104, 4 5,745 
5, 05094 412, 4 5,735 
508340 421,2 5,754 
5) 41597 130,6 5,774 
5, 14863 440.8 5/793 
5° 48143 454,9 5,813 
591434 163.8 5, 832 
5) 94730 476,7 8,852 
533023 213.9 5,904 


? 


841383 259, 3 5, 949 
5 49808 314,8 3,998 
5.58299 382 ,8 6,047 
8’ 66857 4662 6,096 
3’ 75480 568,6 6,145 
5’ 65336 4304 6 634 
7.61887 4A579 7,126 
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4,2 
43 
43 
Ld 
4d 
4,5 
45 
46 
46 
47 
4,7 
4,8 
4,8 
4,9 
4,9 
5,0 
5,0 
5,4 
5,4 
5.2 
5.2 
5.3 
5.3 
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autres. Car les individus les plus agés des différentes tables sont 
les mémes. Pour éviter cet écueil, on a rangé les tables par grou- 
pes, de sorte que, dans chacun, toutes les tables sont indépen- 
dantes les unes des autres, tandis que les différentes tables dans 
différents groupes ont des populations communes. 

Pour maintes tables, une difficulté provient du fait que l’dge le 
plus éleyé avait été atteint par un noir. D’aprés l’opinion usuelle, 
on ne peut pas préter une grande confiance aux registres établis 
pour les noirs. C’est pourquoi nous traitons d’abord les tables 
des populations blanches, ensuite les populations dites mixtes, 
en dernier les négres. 

Pour les blancs et pour les négres nous devons accepter les plus 
grandes valeurs observées. Pour les populations mixtes, les nom- 
bres d’observations portant sur les négres sont négligeables par 
rapport aux nombres portant sur les blancs. Voila pourquoi il est 
légitime de considérer pour ces populations, qui pratiquement 
sont blanches, seulement les plus grands Ages atteints par les 
blancs. 

Pour la population de New-York, hommes, le plus agé affir- 
mant avoir 135 ans était négre, tandis que lage au décés du 
dernier blanc était 110 ans, valeur que nous avons choisie pour 
[w'|. Pour Michigan, hommes, il y avait un décés a 115 ans. Cet 
homme n’était ni blanc ni négre; done un homme d’autre cou- 
leur. Voila pourquoi nous avons choisi comme plus grand age 
celui de dernier blane décédé 4 110 ans. Enfin pour la table 
Indiana, femmes, 1910, le plus grand age observé de 120 ans 
était celui d’une négresse. Voila pourquoi nous avons choisi 
comme valeur de [w'] lage du blanc précédent, a savoir 115 ans. 

La premiére colonne du tableau XI indique la population trai- 
tée, la deuxiéme le nombre des décés employé pour la construc- 
tion de la table. En multipliant cette valeur avec la probabilité 
normale (tableau II, col. 6 et 7; tableau III, colonne 4) on obtient 
le nombre d’observations (colonne 3). A l’aide du tableau X on cal- 
cule par interpolation le dernier age réduit (colonne 4). Enfin la 
colonne 5 contient le dernier age lui-méme calculé a l’aide des 
valeurs normales (tableau II, colonnes 245; tableau III, colon- 
nes 2 et 3) par la formule (37). La colonne suivante (6) contient 
Vécart type. On en déduit lintervalle 6 = ¢ (colonne 7) pour 
lequel existe une probabilité de 70 0/0 afin qu il contienne le plus 
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XI. — Le dernier dge pour quelques tables américaines. 
Théorie et observations. 











Nombres | Nombres Dernier Dernier | Ecart | Inter- | Plus 








e d’obser- | Age age | type | valle |grand 
Population décés | vations | réduit age 
N NU(E)10—3 = o ¢ ops | [w’] 










(1) (2) 






Population totale blanche dapres le sexe et Vorigine 1901 et 1910 
Native f. 04 . .| 336.967; 75,406 | 5,472 | 142,68 | 2,24 ;140..444; 442 


Native m. 014 . .| 374.181] 80,658 5,490 | 441,87 | 2,26 }109, 414) 449 
Foreignborn f.01.}| 419.693} 37,982 5,284 | 114,06 | 2,90 }44141..116) 414 
Foreign bornm, 04.| 432.467] 32,324 5,235 | 140,78 | 2,58 [4108..443) 444 
Native f. 10 . .{ 359.086] 88,795 5,516 | 443,49 | 2,27 |140..445| 444 
Native m. 10 . .| 408.658] 89,913 5,520 | 442,06 | 2,28 }109..144) 4109 
Foreign born f.410.| 437,292} 48,155 5,348 | 444,82 | 2,94 }444..447| 447 
Foreign bornm. 10.] 159.003] 52,366 §, 372 | 444,85 4 2,95 [144,447] 444 











Population totale blanche d’apres le sexe 1901 ; citadine et rurale 1910 


f. 01. . . . .| 456.660) 108, 658 5,574 1) 444,91 ; 2,42 ;442..417, 444 
m. 04, . . « «| 506,648] 107,850 5,569 | 443,04 | 2,35 |140..415} 419 
Rural f, 40. . .} 482.947] 53,094 5,374 | 442,79 | 2,40 |440. 445) 444 
Rural m, 10. . «| 208,360) 53,040 5,386 | 144,46 | 2,32 }109..413) 4144 
Cities f. 40. . .]| 343.434] 92,283 §, 527 | 447,65 | 2,89 )444..120| 447 
Cities m. 40, . .| 359,304] 100,474 5,550 | 146,97 | 3,04 [143..419] 440 











Population totale blanche 1910 










f.40, . . . .| 496.378) 145,032 5,648 ) 117,26 | 2,62 |114..4419] 4117 
Ak ty a ea | 557.661] 133,911 5,627 | 444,42 | 2,43 [144 .446] 444 


Population totale blanche 1901-10 





Toe & oe. 0 [1.078;, 069) 408, 404 5,931 ; 148,04 ] 2,46 j1415..420) 125 
Me as a) > oth 766.656] 3a0, 415 5,889 | 114,86 | 2,37 1442..4417! 134 


Populations mixtes de quelques Etats 1910 








Yagianart- 49.945] 15,853 5,030 | 444,87 | 2,79 |409..444]) 415 
ee MEE 358 8 56.232) 14,494 5,004 | 108,64 | 2,45 |106..4411]) 109 
Massachusetts f. . 76.422) 19,904 5,097 | 112,34 | 2,74 |109..115] 4108 
— m,. . 81.978] 25,182 5,164 | 415,02 | 3,25 |111..418] 109 
Michigan.’ f; .. .. 54.940] 415,235 5,018 | 110,97 | 2,64 |108..413] 444 
_ 1 ee 62.201] 16,3412 5,038 | 109,07 | 2,50 |106..444] 4110 
New Jersey f.. . 52.776) 413,350 4,979 | 140,49 | 2,72 |407..443] 140 
= Hise 61.655} 41,776 4,941 | 107,47 | 2,50 |104..109) 106 
New York f. . .]| 199.907) 59,334 5,406 | 446,52 | 2,94 (443,449) 147 


_ m. . .| 233.498] 59,255 5,406 | 115,33 412,.448] 4110 


bo 
o 
— 











Populations négres 




















BEE d er Mens | 18) 6 1, in 44.518 2,920 4,509 | 115,30 | 4,48 |110..149 

rom OL aka se Pa 14 988 4,158 4,622 | 124,10 | 5,64 [415,126 
CL ee ee 15.853 4,984 4,678 | 421,73 | 5,47 |116..127 

4,331 4,635 | 444,88 | 4,87 |410..149 

Columbia f. 05/40, 7.872 4,425 4,271 | 109,80 | 4,66 105. .414 
Columbia m. 05/10 8.272 1,580 4,307 | 103,38 | 4,56 | 98, .107 
PLOT AO ie ot in 51.917] 10,324 4,903 | 118,67 4,12 144. 422 

m. O1/40. CAEN wy 55.456] 410,184 4,900 | 114,25 | 3,93 |140..448 
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grand Age. Puisque le plus grand age observé (colonne 8) n'est 
connu quen nombres entiers, l’intervalle est donné de la méme 
maniére. Nous dirons que la valeur théorique est égale a la valeur 
observée, si cette égalité a lieu pour les plus grands nombres 
entiers contenus dans ces deux chiffres. 

Chacune de ces valeurs [w'] ne correspond done qu’a une seule 
observation, laquelle porte sur une distribution dont nous avons 
calculé la dominante. Or ce serait trop demander qu’une seule 
observation faite sur une distribution soit identique a la valeur la 
plus probable. 

Le premier groupe du tableau XI contient huit observations 
indépendantes. A l’exception d’une, toutes les observations sont 
contenues dans l’intervalle © = ¢, tandis que la théorie prévoit 
que cet intervalle peut étre surpassé deux fois (formule 45). 

Dans le second groupe qui contient six tables indépendantes, il 
y atrois égalités entre la théorie et les observations. Une fois la 
valeur calculée est trop grande, deux fois la valeur observée sur- 
passe l’intervalle, ce qui s’accorde avec la théorie. 

Dans le groupe suivant une valeur sur deux est égale aux obser- 
vations. Les deux valeurs se trouvent dans l’intervalle 6 += c. Les 
deux valeurs calculées qui suivent sont trop petites. Les deux 
observations surpassent méme l’intervalle. Mais on pourrait éle- 
ver des doutes a J’égard de ces deux valeurs observées qui sur- 
passent de beaucoup toutes les autres. 

Si l’on considére l'ensemble des populations blanches on 
constate qu'il est arrivé cing fois parmi 18 populations que le plus 
grand age observé soit extérieur a l’intervalle 6 = ¢, valeur égale 
a ce que la théorie prévoit. 

L'accord est moins bon pour les populations mixtes, pour les- 
quelles nous avons calculé douze valeurs indépendantes. Le nom- 
bre dobservations est en général inférieur a celui des tables étu- 
diées auparavant. L’on ne trouve qu’un cas dans lequel le chiffre 
théorique soit identique au chiffre observé. L’intervalle = o est 
cing fois surpassé, tandis que la théorie prévoit trois fois. 

Le dernier groupe contient huit populations noires. On est 
frappé tout de suite par le fait qu'il arrive cing fois sur huit 
valeurs que le dernier dge finisse par 5 ou 0. Aucune des valeurs 


r ho: ’ , ® 1 2 
théoriques n’est égale aux observations. Dans la moitié des cas les 


observations sont extérieures a l'intervalle 6 =o. La théorie ne 
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fait prévoir que 30 0/0. Ce désaccord confirme opinion usuelle 
suivant laquelle les observations portant sur les négres ne sont 
pas dignes de fois. 

Mais il y a aussi un point nouveau. Notre théorie nous méne a 
Vaffirmation d’une supériorité des derniers ages des négres. Cela 
tient 4 ce que leurs tables sont défavorables. Pour les populations 
1901, 1910, 1901-10 et les deux sexes, notre théorie nous fait 
prévoir que trois fois le dernier 4ge des négres surpasse celui 
des blanes, tandis qu’il y aurait trois fois égalité entre ces valeurs 
théoriques. Les observations montrent quatre fois des ‘valeurs 
supérieures pour les négres et deux fois des valeurs supérieures 
pour les blanes, correspondance qu’on peut accepter comme une 
certaine confirmation de notre théorie. La supériorité des négres 
subsiste quoique ces nombres d’observations ne soient que 2 0/0 
des observations faites sur les blancs. Pour le méme nombre 
d’observations on obtient pour les négres des derniers Ages vir- 
tuels qui tous surpassent les derniers ages des blancs. 

Mais il faut observer que cette comparaison est basée sur la 
supposition que les tables des négres peuvent étre représentées 
par la méme formule que celles des blancs. En réalité la repré- 
sentation des tables pour les négres par la formule de Lexis est 
moins bonne que celle des blancs. Il en résulte que la supériorité 
réelle des négres du point de yue de longévité sera moindre que 
le fait prévoir la théorie de Lexis. 

En somme la théorie est pleinement vérifiée pour les bonnes 
observations. L’accord entre la théorie et les observations est 
d’autant plus mauvais que les observations deviennent plus dou- 
teuses. 

Tous ces raisonnements et leurs résultats valent ce que valent 
les observations et l’outil que nous avons employé. Puisque les 
observations sont assez incertaines, on doit s’attendre seulement 
a un accord pour l’ordre de grandeur des valeurs calculées et 
observées. Si, comme il est peut-étre légitime de supposer, les 
valeurs observées sont excessives, ce serait notre théorie qui en 
profiterait. Car pour 20 sur 36 tables les observations surpassent 


la théorie. 
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VI 


FORMULE DE GOMPERTZ ET HISTORIQUE 
DU PLUS GRAND AGE EN SUEDE 


Les valeurs observées du plus grand age aux Etats-Unis étaient 
assez élevées. Voila pourquoi la détermination du dernier age 
était basée sur la formule de Lexis. Comme deuxiéme exemple 
d'une formule capable d'une détermination numérique du dernier 
age, nous allons traiter la formule de Gompertz. Notre raisonne- 
ment sera tout a fait analogue a celui du chapitre précédent. 
Mais il sera basé cette fois sur la formule (35"). 

D’aprés la fonction de survie (28') et d’aprés (26’), on tire de 


(35”) 
NUE) = e-1 +2?" (1 — e—pr) 
ou 
log NUE) = log e (— 1 + en* + lg (1 — e—?)) (35) 


Développons le second facteur et négligeons, par rapport au plus 
grand terme ePt, les termes qui suivent le premier. Cela méne a 
la formule simple 





log NIE) = 2 loge (Shp ort x) (36) 





ou Sh signifie le sinus hyperbolique. La forme finale de + en fonc- 
tion de N/(§) a été donnée par M. E. L. Dodd. L’emploi de (56) 
est lié 4. deux conditions. L’une (34) exige 


I(E)et—eP* <1, 
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L’autre exige de poser 
lg (1 — e— Pt) = — e— Pt," 
La seconde condition devient plus importante dés que l’on a 


pt > 1,81 (87) 


Car a partir de cette valeur, on aura 


ee > 2 opr, 
L’on obtient alors 
ef > 450. 


On peut considérer ce nombre comme trés grand par rapport a 
un, ce qui vérifie (34). Le nombre d’observations correspondant 
devient a l’aide de (56) 
log Nd(§) = 2,14835 
ce qui permet le calcul du dernier Age pour tous les nombres 
d’observations usuels dans la construction des tables de mortalité. 
Pour connaitre lage limite réduit on calcule d’aprés (26’) la 

derniére intensité de mortalité par 

y(@)e(§) = pers (58) 
ou la derniére force de vie 

Panne ale) 

(4) Pp 
dont on tire, a l’aide de (42’), l’Age limite réduit 





e— pe (59) 


t=t Tae oe (60) 


Enfin on aura l’écart type réduit a l'aide de (43) 


—— —= —=—e— ft 61 
e(é) PRT a0 





Le tableau XII contient (premiére colonne) les valeurs de pz, la 
seconde donne les valeurs correspondantes de log N/(&) calculées 
4 Vaide des Smithsonian Mathematical Tables d’aprés (56). La 
troisieme colonne contient le dernier Age réduit 7. La formule (60) 
fournit age limite réduit (colonne 4). Enfin Pécart type réduit 


est calculé d’aprés (61) (colonne 3). 
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XII. — Dernier dge, dge limite et écart type rédutts 
pour la formule de Gompertz. 


Dernier age Logarithme Dernier age Age limite Ecart type 
maul’ dqunombel réduit réduit réduit 
multiplié par p | d’observations a o 
pt log NZ(E) c t ee) 


(4) (2) (3) (4) (5) 


3, 05905 3,524 3,640 0, 263 
3, 24348 3,605 3,718 0,251 
3, 43710 3,689 3,796 0, 238 
3, 541723 3,723 3, 828 0,234 
3, 59895 3,756 3,859 0.229 
3, 68227 3, 790 3,894 0,224 
3, 76724 3, 823 3,922 0,220 
3, 85389 3,857 3,954 0,216 
3, 89786 3,874 3,970 0,213 
3, 94227 3,890 3,985 0.2114 
3, 98740 3,907 4,001 0,209 
4, 03238 3,924 4,017 0,207 
4, 07811 3,944 4,033 0,205 
4, 12430 3, 957 4,049 0,203 
4,17092 3,974 4,065 0,204 
4, 21802 3,994 4,084 0,499 
4, 26558 4,008 4,096 0,197 
4, 31361 4,025 4,412 0,195 
4, 36212 4,044 4,128 0,193 
4, 41110 4,058 4,144 0,194 
4, 46057 4,075 0,190 
4,54053 4,092 0,187 
4, 56099 4,108 0,186 
4,64194 4,125 0,184 
4, 66339 4,142 0,182 
4,71536 4,159 0,180 
4, 76784 4,175 0,178 
4, 82084 4,192 0,177 
4, 87437 4,209 0,475 
4, 92844 4, 226 0,173 
4, 98303 4,242 0,171 
5, 03816 4,259 0,170 
5, 09385 4,276 0,168 
5,15009 4,293 0,166 
5, 20688 4,310 0,165 
5, 26424 4,326 0,163 
5, 32218 4,343 0,164 
5, 38067 4,360 0,160 
5, 43976 4,377 0,158 
5, 49944 4,393 0,457 
5, 55976 4, 410 0,155 
5, 62057 4,427 0,153 
5, 68204 4, 444 0,152 
5, 74413 4, 4614 0,150 
5, 80683 4,477 0,149 
5, 87016 4,494 0,447 
5, 93414 4,514 0,146 
5, 99870 4,528 0,145 
6, 12982 4, 564 0,142 
6, 26358 4,595 0,439 
6, 40001 4, 628 0,136 
6,53916 4, 662 0,133 
6, 684112 4,695 0,134 
7, 04857 4,779 0,124 
7, 43474 4, 863 0,448 
7,84059 4, 947 0,443 
8, 267412 5, 031 0,107 
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La figure (10) contient les trois valeurs réduites en fonctions du 
logarithme du nombre d’observations. Le dernier age donné par 
la formule de Gompertz est inférieur a celui tiré de la formule de 
Lexis, fait que nous avons prévu en comparant les fonctions de 


~ Mistorigue du plus grand age en Suéde : Hommes 


Observations (w] ——__. FAéorve [0] 
Théorie @ = 





1880 90 1900 Année 10 20 30 32 
Fic. 44. 


survie. L’écart type réduit est seulement la moitié de celui cal- 
culé pour la formule de Lexis. L’dge limite s’approche sensible- 


Mistorique du plus grand age en Suéde 


femmes et population entiére 


Observation[w Théorie(@) | femmes — ~~~ Deux SEXCS ip. mx, 


Théorie G@ femmes Deux SEXES 4¥——-« 





1880 90 1900 Année 10 20 30 32 
Fic. 42. 


ment du dernier Age. Enfin ces deux valeurs augmentent d’une 
fagon sensiblement linéaire, fait prévu par la théorie (75). 

Nous allons faire usage du tableau XII pour comparer cette 
théorie avec les valeurs du plus grand Age observé jusqu’a une 
certaine époque. 

Les figures (11) et (12) contiennent, d’aprés les données de la 


59 LA DUREE EXTREME DE LA VIE HUMAINE 


figure (3), les plus grands ages observés en Suede jusqu’a une cer- 
taine époque pour les hommes et pour les femmes. Le plus grand 
age dans la population entiére se confond avec celui des femmes. 
Cette identité n’est pas contredite par le fait que la distribution 
du plus grand Age des femmes est différente de celle de la popu- 
lation entiére. Car pour les distributions l’on emploie chaque 
valeur observée, tandis qu’ici l’on utilise, pour chaque année, 
seulement les plus grands Ages observés jusqu’a cette époque. 
L’allure de ces courbes montre que le plus grand Age augmente 
avec le nombre d’observations, fait prévu par la théorie actuelle, 
et qui serait peu compatible avec l’existence d’un age limite fixe. 
Les figures (11) et (12) contiennent en méme temps les valeurs 
théoriques. 

Celles-ci sont données par le procédé suivant : Calculons 
d’abord le dernier 4ge pour une année quelconque et pour les 
trois populations. D’aprés Annuaire Statistique de la Suéde, de 
1932, sont morts dans les 49 années 1881-1929 en moyenne par 
an N = 39.215 hommes et N = 39.625 femmes. La probabilité 
normale tirée du tableau I méne aux nombres d’observations N/(&) 
dont les logarithmes sont contenus dans le tableau XIII. On obtient 
par interpolation les valeurs pz (troisiéme colonne), dont on tire 
les derniers ages réduits t (colonne 4) gui seront les facteurs mul- 
tiplicatifs de (37). En introduisant l’A4ge normal et la vie normale 
(tableau 1) on obtient les derniers ages (colonne 5). En outre 
on obtient la derniére force de vie par (59) et l’écart type par (61) 
(colonnes 6 et 7). 


XIU. — Calcul du dernier dge d’une année en Suéde. 


Hommes . .| 3,9587466 | 232308 | 3,896 | 101.09 | 0.98498/ 4.92 
Femmes . .| 4,0268973 | 2,33875 | 3/992 | 102'80 | 098989] 4797 
Population .| 4,2937470 | 2/39585 | 42018 | 102.71 | 094431] 4°16 











On pourrait s’é ane ; ier i 
mn pourrait s aye de ce que les derniers ages et les inten- 
sités de mortalité different des valeurs calculées plus haut 
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(tableau VII). Mais ces deux séries de valeurs sont calculées d’aprés 
des observations tout 4 fait différentes. Pour la premiére ce sont 
seulement les plus grands ages qui ont été employés alors que 
pour la seconde, leur emploi a été évité. Puis, la premiére série 
ne repose sur aucune théorie analytique relative aux fonctions 
biométriques ; la seconde suppose la validité de la formule de 
Gompertz. Etant donné ces différences de méthode et de source, 
on ne doit pas s’étonner de la différence des résultats. 

Le nombre d observations pour toute la population est 4 peu 
prés le double du nombre des femmes. Mais l’Age normal et la 
vie normale pour toute la population sont moindres que ceux des 
femmes. Voila pourquoi le dernier Age pour l’ensemble est moin- 
dre que celui des femmes. 

Ces valeurs s’appliquent 4 une année quelconque. On peut les 
attribuer 4 l'année 1881 o& commencent les observations. Pour 
calculer le dernier Age théorique en fonction du temps d’aprés 
les formules (56) et (37) on n'a qu’a prendre les logarithmes des 
sommes des observations faites jusqu’a une certaine époque. Au 
lieu de faire usage du nombre actuel des décédés, nous supposons 
que ce nombre a été constant pour toute la période, ce qui nin- 
troduit qu’une erreur minime. Pour l’une quelconque des années 
suivantes 1881 + z, le logarithme du nombre d’observations 


faites jusqu’a cette époque N; sera 
log N./(§) = log Nod(§) + log z (62) 


ot. N, est le nombre des décés pour une année. 

Le tableau XIV contient (colonne 2) le logarithme des nombres 
d’observations pour les hommes décédés jusqu’a une certaine 
époque. On en tire 4 l’aide du tableau XII, le dernier Age réduit 
<, correspondant a l'année z (colonne 3). On obtient done le der- 


nier Age des hommes par 
6, = 78,467 + 5,809 -, (63) 


(colonne 4), des femmes (colonne 5) par 
@, = 78,799 + 6,121 7, (63’) 





et de la population entiére (colonne 6) par 
©, = 78,667 + 5,985 =, (63”) 


Enfin la colonne 7 contient l’écart type pour la population entiére. 
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XIV. — Les derniers dges en Suéde, fonctions du temps. 
Logarithme | no nier Dernier Age eit 

., | du nombre Année 

Année | > age type 
observa) rédait 
tions Popula- 
tion 
Hommes |Hommes| Hommes | Femmes | entiére 39 
1881+ 2) jog NUE) | tz tz 6: tz lg 
ima 9 ae (3) | (4) (5) (6) (7) | (8) 
{ a | ff 

4884 3,95575 | 3,896 | 404,09 | 402,80 | 102,71 | 41,46 | 41932 
1882 4.253678 | 4,004 | 104,73 | 403,46 | 103,32 | 4,44 | 41934 
1883 4.43287 4,065 102,08 103,82 103,66 | 41,07 | 1930 
1884 4,55784 4,107 102,33 104.08 103,89 | 4,03 | 4929 
4885 4,63472 | 4,439 | 102,50 | 104,27 | 104,07 | 4,02] 1928 
| 41886 4,73390 4,165 402,66 404,42 104,22 }4,00 | 1927 
1887 | 4.80084 4,186 102,78 104,55 404,34 |0,99 | 41926 
4888 | 4,85884 4,204 102,89 104,66 104,44 | 0,99 | 1925 
1889 4,90999 | 4,220 | 402,98 | 404,76 | 104,53 | 0,98 | 1924 
4890 | 4,95575 | 4,234 | 103,05 | 104,84 | 104,61 | 0.97} 1923 
1893 | 5.06970 | 4,269 103,26 105.05 104,80 | 0,95 | 1920 
A896 | = 5,45987 4,296 103,44 105,24 104,95 | 0,94 | 4947 
1900 5,25678 4,322 103,58 405,39 105,12 | 0.92} 1943 
41905 5,35369 4,352 103,74 105,56 | 105.34 | 0,90 | 1908 
4910 5,43287 4,375 103,87 105,70 405,39 | 0,90 | 4903 
4917 | 5,52395 4,400 104,03 405,85 105,55 | 0,88 | 1896 
1924 | 5,59920 | 4,424 | 104,45 | 405,97 | 105,67 | 0,87] 4889 
1932 5,67175 4,441 104,27 106,10 105,79 | 0,87 | 41884 





La courbe représentant ces valeurs théoriques est donnée par 
les figures (11) et (12). Quoique la théorie corresponde a une 
courbe continue, nous avons tracé également les valeurs théori- 
ques d’une fagon discontinue, comme se présentent les obser- 
vations. Voila pourquoi nous avons représenté, a cdté des valeurs 
calculées ©, les plus grands nombres entiers [6] contenus dans 
ces valeurs. L’accord entre la théorie et les observations est bien 
satisfaisant. 

D’ailleurs on pourrait aussi bien prendre 1932 comme année 
initiale et traiter les années 1932 4 1881. Dans ce cas le dernier 
age augmente dans la méme mesure, quoiqu’on retourne vers les 
temps passés. C’est a cette maniére d’envisager les choses que 
s'applique la colonne 8 du tableau XIV qui contient les années 
1932 — s. Le graphique (13) montre cet aspect rétrospectif pour la 


population entiére. Ce développement, lui aussi, est en bon 
accord avec les observations. 
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Ce fait nous encourage a hasarder une prédiction. Supposons 
que le nombre annuel des décés ne doive pas varier dans le pro- 


Plus grand age 


—J Observations (w’) 
= 


__+ Théorie [iw] 
Ages Théorie & 





1881 &2 1890 1200 Année 10 20 1932 


Fic. 43. 


chain futur dans une proportion qui altére son ordre de grandeur, 
supposons en outre que l’Age normal et la vie normale restent de 


on 


> 
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Fig. 44. 






méme a peu pres invariables. L’on obtient alors pour toute la 
population les valeurs futures contenues dans le tableau XV et 
tracées dans la figure 14. 
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XV. — Prévisions sur le plus grand dge en Suéde. 


Logarithme| Dernier 

du nombre | Age réduit 

d’observa- | multiplié 
tion par p 


log NZ(&) 


Dernier : 
Dernier | Ecart Intervalle 


age 
réduit exe type 


6,06460 2,71010 ; 105,01 + 106,73 
6,13260 2,72042 105,12 + 106,82 
6,24344 2.73696 .84 | 105,30 + 106,94 
6,36693 2, 75517 A 105,46 + 107,14 
6,48408 2,77212 ; 105,69 + 107,29 





La variation du plus grand Age en fonction du temps est telle- 
ment lente que le plus grand Age observé jusqu’a présent ne sera 
probablement surpassé que d’un an dans le prochain siécle. 

Nous profitons enfin de la formule (56) pour préciser le para- 
doxe du dernier age. Puisque de telles extrapolations dépassent 
le calcul exact, les résultats nous intéressent seulement au point 
de vue de l’ordre de grandeur. Nous choisissons deux tables trés 
distinctes quant 4 l’Age normal et la vie normale, pour lesquelles 
les probabilités normales ont sensiblement la méme valeur, par 
exemple les tables pour les Indes et l’Australie, hommes, 1901- 
1910. Pour notre but il est légitime de prendre /(£) = 0,28. Sup- 
posons que les deux tables puissent étre reproduites par la for- 
mule de Gompertz. En réalité cette formule sied fort bien pour 
la table Australienne tandis que la fonction de survie théorique 
surpasse d’une fagon systématique les observations portant sur 
les Ages élevés des Hindous. Choisissons les nombres d’observa- 
tions contenus dans la colonne 1 du tableau XVI. Alors on extrait 
du tableau XII les derniers Ages réduits contenus dans la 
colonne 2. On en tire les derniers Ages virtuels pour les Indes 
(colonne 3) et l’Australie (colonne 4) a l’aide des valeurs normales 
contenues dans le tableau III. 
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XVI. — Le paradoxe du dernier dge. 








Nombre d’années ¢ 






Nombre Dernier | Dernier age virtnel ’6 « observées » 
d’observations al {aig oe» SARE Na ain ORR LR ca Sea eee, ETT 
NUE) réduit + 













Indes Australie Indes Australie 
(3) (4) (5) (6) 
98 ,23 0,004 0,002 
3,908 141,46 104 11 0,04 0,024 
4248 417,73 103.43 0.4 0.244 
4,528 122 95 105 35 4 2 44 
4,768 127,42 107,00 410 24,4 
108 15 400 Q44 







Les variations du dernier Age en fonction du nombre d’obser- 
vations sont représentées pour les deux populations, par la 
figure (15). Elle montre la supériorité énorme du point de vue de 
longévité qui existe pour la table défavorable. 

Mais les nombres d’observations de la colonne (1) correspon- 
dent a des durées différentes pour les deux tables. Car la morta- 
lité sera plus grande dans la population dont la table est défavo- 
rable. Pour fixer ce point, traitons deux populations stationnaires 
de méme grandeur P dont l'une vit sous les conditions des Hin- 
dous, l’autre sous celles des Australiens. Pour lune, le taux de 
mortalité, inverse de l’Age moyen au décés, est 


Peo). 1: 22569 
pour l’autre 
1: e(0) = 1 : 55,20 


valeurs tirées des tables de Glover. Alors les nombres annuels 
des décés sont P : e(0) et les nombres d’observations annuels 
Pl(E) : e(0). Soit 


Po Pe 
P= Dag 10 


la grandeur de la population envisagée. Alors 


NI(E) = 10° 
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est le nombre d’observations annuelles faites sur la population 
hindoue. On en tire les temps correspondants aux nombres d’ob- 
servations (colonne 5 du tableau XVI). Pour une population de 





po 


ese des somite 4 ecards 
Fie. 45. 


100 


98 


80 millions ayant le taux annuel de mortalité 44,5 0/00, et pour 
les durées de la colonne 5, la colonne 3 indique lage le plus pro- 
bable du dernier survivant au moment de sa mort. La relation 
entre le dernier age (colonne 3), et la durée d’observations 
(colonne 5) nécessaire pour que cet dge soit Age au moment de 
Ja mort du dernier survivant, ne vaut que du point de vue de 
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Yordre de grandeur. Car lage au décés étant une variable sta- 

tistique, il est bien possible qu’il soit observé avant ou aprés le 

temps nécessaire pour que cette valeur soit la plus probable. 
Pour les Australiens le nombre d’observations annuel est 


92.6 0,28 
NUE) =F35 + say -10° 


— 0,41.10°, 


Alors 10° est le nombre d’observations correspondant a 2,44 ans. 
Les années correspondant aux nombres d’observations de la 
colonne 1 sont données pour les Australiens dans la colonne 6. 

En tenant compte des réserves faites a V’instant, on conclut : 
Pour obtenir la méme grandeur du dernier Age, il faudrait des 
observations portant sur un intervalle d’années qui est beaucoup 
plus long pour les Australiens que pour les Hindous. 

Pour fixer ce point, calculons le nombre d’années tel que 104 
soit le dernier Age virtuel des deux populations de méme gran- 
deur. En interpolant sur les logarithmes des chiffres contenus 
dans les colonnes 5 et 6, on obtient pour les Hindous log z 
—= — 2,948 et pour les Australiens log zs = — 0,684. Pour le 
dernier Age virtuel de 107, les chiffres correspondants sont 
log z = — 2,567 et log z = 1,387. Le nombre d’années tel que 
104 soit le dernier Age, dans le sens envisagé, est 4 peu prés 400 
fois plus long pour la population favorable. Pour 107 ans le fac- 
teur multiplicatif s’éleve méme a 9.000. 

Il va sans dire que ces extrapolations dépassent de beaucoup 
le calcul exact. Voila pourquoi nous n’attribuons guére d’impor- 
tance sur les nombres eux-mémes. Ce qui importe, c’est de pré- 
ciser la supériorité énorme, du point de vue de la longévité, des 
tables défavorables. Le fait que l’écart type est beaucoup plus 
grand pour les tables défavorables n’y change rien : le nombre 
nécessaire pour qu’on puisse attendre un dernier 4ge donné est 
de beaucoup moindre pour la table défavorable. 


Mit 


CONCLUSIONS 


Le probléme de la durée extréme de la vie humaine semble, 
mais semble seulement, se trouver en dehors des conditions sur 
lesquelles repose la théorie des probabilités. Pourtant notre solu- 
tion n’est basée que sur elle. Nous traitons la table de mortalité 
comme une distribution des décés selon les Ages et supposons que 
cette distribution, illimitée, ne s’approche qu’asymptotiquement 
de zéro. Par conséquent le plus grand age est une variable statis- 
tique dont nous avons construit la distribution finale, valable 
pour de grands nombres d’observations. 

Les distributions des plus grands Ages en Suéde et en Suisse 
observés pendant les cinquante derniéres années peuvent étre 
interprétées comme distributions de la plus grande valeur d'une 
distribution illimitée. Cet accord permet de fixer une valeur pour 
la durée extréme de la vie d’une population donnée en détermi- 
nant les moyennes de la distribution finale. Pour ce calcul nous. 
n’employons que des données se rapportant au voisinage de l’age 
normal, pour lequel les observations sont nombreuses. I! faudra 
d'ailleurs bien distinguer entre notre théorie générale et lappli- 
cation que nous en faisons en employant les formules de Lexis et 
de Gompertz. 

Notre théorie permet de traiter le dernier age atteint jusqu’a 
une certaine époque, valeur qui augmente toujours avec le temps 
mais d’une facon extrémement lente. Ce résultat n’a rien a faire 
avec le progrés de ’hygiéne, car il reste valable si nous tournons 
notre regard vers les temps passés. L’historique du plus grand 
age en Suéde peut étre interprété comme laugmentation de la 
plus grande valeur d’une distribution de Gompertz. 
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Pour une population vivant a un niveau bas, le dernier ige 
sera en général supérieur a celui d’une population vivant a des 
conditions plus favorables, pourvu qu’on étudie le méme nombre 
d’observations, qu’il soit suffisamment grand, et que les deux 
tables de survie puissent étre représentées par la méme formule 
biométrique qui contiendra des constantes différentes pour les 
deux populations. Cela tient 4 un fait observé : Si l'Age normal 
augmente, la vie normale diminue. On en conclut que tous les 
renseignements sur les ages élevés des populations primitives 
n’appartiennent vraisemblablement pas au domaine des fables. 
De plus, on peut hasarder une prévision : si le progrés de l’hygiéne 
influence la mortalité dans la méme direction que par le passé, 
si l’espérance de vie d’un nouveau-né et l’Age normal augmentent 
tandis que l’espérance de vie a cet Age diminue, on ne peut pas 
sattendre 4 un accroissement de la durée extréme de la vie 
humaine. La disparition totale de la mortalité infantile, but loin- 
tain de tout progrés, n’aura pas d’influence favorable sur le der- 
nier age. 

La théorie suivant laquelle il n’y a pas de limite fixe pour la 
vie humaine est en accord avec les observations. La raison en est 
que ces cas apparemment individuels reposent sur de nombreu- 
ses observations. En ce sens nos raisonnements sont paralléles 
aux recherches de Bortkiewicz (4). Quand cet auteur a étudié le 
nombre des soldats tués par année par un cheval, il ne voulait 
guére augmenter nos connaissances hippiques. De méme nous avons 
suivi le sort des Mathusalems dans le but de montrer que les 
valeurs extrémes suivent bien les régles du calcul des probabili- 
tés, et qu’on peut méme vérifier cela — pourvu que les observa- 
tions soient bonnes et la théorie bien établie. 
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